Capitulo 13

Geometria de Proporciones

n el presente capitulo estudiaremos las propiedades que cumplen las medidas de los lados
E de distintas figuras geométricas y como éstas pueden determinar relaciones entre distintas
figuras, de distintos tamanos, y distintas posiciones. Veremos también propiedades de segmentos
que cruzan a una circunferencia, y relacionaremos los angulos y los lados de los tridngulos
rectangulos. Todas éstas herramientas te seran muy utiles al momento de enfrentarte a una
cantidad importante de ejercicios en la PSU.

10.1. Congruencia

Dos figuras son congruentes si tienen la misma forma y el mismo tamano, esto lo podemos
verificar superponiendo las dos figuras, las cuales deben calzar exactamente. Tenemos que dos
puntos cualesquiera siempre son congruentes asi también dos rectas de la misma longitud y dos
angulos de la misma medida.
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10.1.1. Congruencia de Triangulos

Dos tridngulos son congruentes si sus dngulos y sus lados coinciden correspondientemente.

ANABC =2 ADEF



10.1.2. Criterios de Congruencia

Criterio LAL (Lado-Angulo-Lado)

Dos tridngulos son congruentes si tienen dos lados congruentes y el &ngulo comprendido entre
ellos también lo es.

AB = DFE

C
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Criterio ALA (Angulo-Lado-Angulo)

Dos triangulos son congruentes si tienen dos angulos congruentes y el lado comprendido entre
estos también lo es.

¢ F LABC =~ {DEF

B E ABCA= LEFD

Criterio LLL (Lado-Lado-Lado)

Dos tridngulos son congruentes si tiene sus tres lados congruentes.

AB = DE
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Criterio LLA (Lado-Lado-Angulo)

Dos tridngulos son congruentes si tienen dos lados congruentes y el angulo opuesto al lado
de mayor medida también lo es.



AB=~DE
BC = EF
4 D LBCA= {EFD

10.2. Semejanza

Dos figuras son semejantes si tienen la misma forma y sus angulos son respectivamente iguales
y sus lados proporcionales o sea que una es una ampliacién o reduccion de la otra.

Rie:

AB BC CD DE EF FA

A'B" B'C" C'D' DE  FEF  FA

10.2.1. Semejanza de Triangulos
Dos triangulos son semejantes si sus angulos son iguales uno a uno respectivamente y los
lados opuestos a estos angulos son proporcionales.
10.2.2. Teorema fundamental para la existencia de Triangulos Semejantes
Toda paralela a un lado de un tridngulo determina otro tridngulo semejante al primero.
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10.2.3. Ciriterios de Semejanza
Criterio AA (Angulo-Angulo)

Dos tridngulos son semejantes si tienen dos de sus angulos respectivamente iguales.

Criterio LAL (Lado-Angulo-Lado)

Dos triangulos son semejantes si dos de sus lados son proporcionales respectivamente y el
angulo comprendido entre ellos es congruente.



Criterio LLL (Lado-Lado-Lado)

Dos triangulos son semejantes si sus tres lados son proporcionales y sus angulos congruentes
respectivamente.

10.3. Teorema de Thales

Si dos o més paralelas cortan a dos transversales determinan en ellas segmentos correspon-
dientes proporcionales.
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10.3.1. Aplicacion al Teorema de Thales

Si m//n. Entonces:
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10.4. Teorema de Pitagoras

En todo tridangulo rectangulo , la suma de las areas de los cuadrados construidos sobre sus
catetos, es igual al area del cuadrado construido sobre su hipotenusa.



b).

10.5. Teorema de Euclides

10.5.1. Teorema de Euclides referente a una Altura

En todo tridngulo rectdngulo, la altura correspondiente a la hipotenusa es media proporcio-
nal geométrica entre los segmentos que ella determina sobre la hipotenusa.
Py q son la proyecciones de los catetos a y b sobre la hipotenusa respectivamente.
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10.5.2. Teorema de Euclides referido a un Cateto

En todo triangulo rectangulo un cateto es media proporcional geométrica entre la hipotenusa
y la proyeccién de dicho cateto sobre ella.
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10.6. Relacion Métrica en la Circunferencia

10.6.1. Teorema de las Cuerdas

Si dos cuerdas de una circunferencia se cortan, el producto de los segmentos determinados
en una de ellas es igual al producto de los segmentos determinados en la otra.



AP-PB=CP-PD

C

10.6.2. Teorema de las Secantes

Si desde un punto exterior a una circunferencia se trazan dos secantes, el producto de una de
ellas por su segmento exterior es igual al producto de la otra secante por su segmento exterior.

PA-PC=PB-PD

10.6.3. Teorema de la Tangente

Si desde un punto exterior de una circunferencia se trazan una tangente y una secante, la
tangente es media proporcional geométrica entre la secante y su segmento externo.

PT PB
PA PT
PT° =PA-PB

10.7. Trigonometria

La trigonometria es la rama de la matematica que relaciona la medida de los angulos agudos
en un tridngulo rectangulo con razones entre los lados del mismo, dichas razones se conocen
como Razones Trigonométricas.



10.7.1. Tridangulos Rectangulos Semejantes

Si nos damos un tridangulo ABC rectangulo y trazamos una paralela a uno de los catetos,
formamos otro tridngulo rectdngulo ADE semejante al anterior (Utilizando el critério AA de

semejanza), entonces notemos que la razén entre los catetos del AABC es equivalente con la
razon de los catetos del AADE, es decir:

C
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Lo anterior nos indica que para cualquier tridngulo rectangulo donde uno de sus angulos
agudos es a, siempre tendra la misma razén entre sus lados, es decir, no importan las dimensiones
del triangulo.

Lo tnico que puede cambiar esta razén no es la medida de los lados, més bien, la medida de
su angulos, de manera que:

C
AE AB
D Si = — —
a7 b= 25735
4 /i B

10.7.2. Razodnes Trigonométricas

Sea el AABC rectangulo en B, de catetos a y ¢ y de hipotenusa b, donde a es el cateto
opuesto a a y c¢ es el cateto adyacente a «, como se muestra en la figura,

C

B z A
Entonces definiremos las siguientes razones trigonométricas
T Seno del angulo «, se abrevia como sen(«), se define de la forma:

( ) cateto opuesto a
sen(af) = —/— = —
hipotenusa b

T Coseno del dngulo «, se abrevia como cos(«), se define de la forma:

_ cateto adyacente ¢

cos(a) hipotenusa b



1 Tangente del angulo «, se abrevia como tan(«), se define de la forma:

tan(a) cateto opuesto a
an(a) = = -
cateto adyacente ¢

Y a sus reciprocos:
1 Cosecante del dngulo «, se abrevia como cosec(a), se define de la forma:

(@) 1 hipotenusa b
cosec(a) = = = -
sen(a))  cateto opuesto  a

1 Secante del angulo «, se abrevia como sec(a), se define de la forma:

(@) 1 hipotenusa b
sec(a) = = = -
cos(a)  cateto adyacente ¢

T Cotangente del dngulo «, se abrevia como cot(«), se define de la forma:

() 1 cateto adyacente ¢
cot(ar) = = = —
tan(a) cateto opuesto a

10.7.3. Angulos Importantes y sus razones trigonométricas

1. Angulo de 0°:

En éste caso podemos pensar que el angulo de cero grados es aquel que esta en un triangulo
rectangulo donde su cateto opuesto es nulo, lo que implica que las razones sen(0°) y
tan(0°) tiene valor 0, sin embargo en éste mismo triangulo la “hipotenusa” esta sobre el

“cateto adyacente” los que implicaria una magnitud igual para ambos, es decir, la razén
cos(0°) = 1.

2. Angulo de 45°:

Pensemos en uno de los tridngulos rectangulos isésceles que se forma al trazar una de
las diagonales de un cuadrado de lado 1, ésta diagonal tiene valor igual a /2!, entonces
los dngulos basales de éste tridngulo iséceles son iguales a 45°, de manera que podemos
encontrar todas sus razones trigonométricas facilmente:

sen(45°) = % = g
(45°) = L = V2
2 | cos N
tan(45°) = 1 =
Q150 cosec(45°) = @ =2
1 sec(45°) = X2 = /2
cot(45°) = 1 =1

1Utilizando el Teorema de Pitagoras



3. Angulos de 30° y 60°:

Estos angulos los podemos encontar en uno de los tridngulos rectangulos que se forman al
dividir un triangulo equildtero de lado 1, a través de su altura, como se ve en la figura:

sen(30°) = 1—{2 =1
cos(30°) = —\/‘?2 = @
300 tan(30°) = %/22 = % = ?
1 1 -
g sen(60°) = —\/E/Q = @
. cos(60°) = # = %
60 N
1 1 tan(60°) = 75" = V3
2 2

Ahora, observemos el siguiente triangulo rectangulo, notemos que a—+3 = 90°, lo que significa
que son complementarios,

Observemos que:

t sen(a) = ¢ = cos(B)
T cos(a) = Z = sen(f3)

Esta es una propiedad que se cumple para cualquier par de angulos complementarios, de la
cual se desprenden:

T sen(a) = cos(90° — «)
T tan(a) = cot(90° — )
T sec(a) = cosec(90° — o)

En resumen podemos establecer la siguiente tabla de razones trigonométricas de dngulos
importantes:

H sen( ) cos() tan() cosec( ) sec( ) cot( )

0° 0 1 0 No existe 1 No existe

o 1 V3 V3 2v/3
30 3 7 = 2 =5 V3
40 | 2 2 1 V2 V2 1

o V3 1 2v/3 V3
60% |1 %5 3 V3 N 2 El
90° 1 0 No existe 1 No existe 0




10.7.4. Identidades Trigonométricas

Las identidades trigonométricas nacen de las relaciones que cumplen los lados de un triangulo
rectangulo, a través de los teoremas como el de Pitagoras, por ejemplo, veamos el tridangulo de
la figura y las propiedades que cumplen sus lados

C
a
a
b
En él se cumple la relacion descrita por Pitagoras:
a’+b> = ¢ — Porel Teorema de Pitdgoras, ahora si dividimos
a ambos lados por ¢? obtenemos
a? b? c?
cgte = =2
2 ‘ . fo
(%)2 + (%) = 1 — Como podras darte cuenta el primer término del
lado izquierdo de ésta igualdad corresponde al
seno del angulo «, y el segundo término corres-
ponde al coseno. Por lo tanto:
sen?(a) 4+ cos?(a) = 1 — Lo que es vélido para cualquier valor de .

Esta es conocida Identidad Trigonométrica Fundamental, y de ella podemos obtener otras
identidades importantes, por ejemplo:

sen?(a) +cos?(a) = 1 / + cos®(a)
sen?(a) + cos?(v) _ 1
cos?(a) cos?(a)

senTz) cos?(a) < 1 >2

cos?(a) = cos?(a)

() <1 - (o)

(tan(a))*+1 = (sec(a))?
tan®(a) +1 = sec?(a)
= sec?(a) — tan’(a) = 1

Realizando el mismo proceso pero ésta vez dividiendo inicialmente por sen?(a), obtenemos
la siguiente identidad:

cosec’(a) — cot?(a) = 1
De manera que hemos obtenido éstas tres importantes identidades de la trigonometria:
t sen?(a) + cos?(a) =1
T sec?(a) — tan?(a) =1

t cosec?(a) — cot?(a) =1



10.7.5. Ecuaciones Trigonométricas
Una ecuacién trigonométrica es una ecuacién en que uno, o ambos miembros de la igualdad

poseen la o las incégnitas en una razon trigonométrica.

& Ejemplo:

T sen(x) 4+ 2 = cos(y), es una ecuacién trigonométrica.

t sen(30) + 222 = cos(60) — y, NO es una ecuacién trigonométrica.

Para resolver éste tipo de ecuaciones generalmente se utilizan las identidades trigonométricas
vistas anteriormente y/o los valores de las razones trigonométricas en dngulos conocidos.

& Ejemplo:

JBsen(@) 3 44
8sen(z) — 3
8sen(z) — 3

= 8sen(z) —3
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10.8. Mini Ensayo XIII
Geometria de Proporciones

1. AE//CB. Determine la medida de DB si AD = 20 cm, AC =6 cmy ED =18 cm

a) 12,6 cm .

b) 15 cm B

c) 11 em

d) 13 em

e) 18 em A c °

2. Si DE//AB. Entonces es correcto:



3. ABMN es trapecio, si NC =8, MC =12 y BC = 15, entonces AC =

a) 22,5 cm )

N it
b) 16,6 cm
¢) 10 em ¢
)
)

d

e

11 em N B

12 em

4. Los As ABC y DEF son semejantes, si AB = 6, BC = 12, DE = 10 y DF = 17,5,
determine el valor de AC' + EF

) . .
b) 20,5
I N
d) 15 N .
) e

5. 3 arboles se encuentran alineados como se muestra en la figura, el mas pequenio mide 2
m y el mediano 3 m, si la distancia entre cada par de arboles es de 3 m, ;jcuanto mide el

arbol mas alto?

a) 3m
b) 3,5m
c) 4m
d) 4,5m
e) bm




6. ;Qué As son congruentes?

I11.

10 cm

70°

80°

a) Iyl

b) 1y III
¢) Iy III
d) 1,11 y III
)

e) Ninguno.

7. En la figura, la tangente es igual a 8, y el segmento exterior de la secante es igual a 4,
entonces el valor de w es igual a:
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Ninguna de las anterio-
res.

8. Un alumno para demostrar que en el cuadrado de la figura el AABC =2 ABCD deter-
miné que AB = BD, que AC =2 DC'y que el LCAB = £ BDC, por ser rectos, ;qué criterio
de congruencia utiliz6?

a) LLL
C D
b) LAL
c) ALA
d) AAL
e) LLA
A E

9. En la figura, el AABC =2 ADFEF, entonces se verifica que:
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10. Para demostrar que los As AOB y COD de la figura, son congruentes, es necesario saber

que:
a) AB=DC 5
b) LBAO = £DCO B
¢) AB1LCD 0 -
d) AO= DOy AB=CD A
e) BO=2COy AO = DO

11. En la figura AD =3 m y AC =5 m, entonces BC =

a)%m c
b) 3m

c) m

d) 5v2m * |
e) (5v2—=3)m

12. Los catetos de un A rectangulo miden 3 em y 4 e¢m, determine la proyeccién mayor de los
catetos sobre la hipotenusa.

13. ;Cuadl es el valor de sen(30°) + cos(60°)?
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14. Los ojos de la virgen del cerro San Cristobal estan a una altura de 422 m como lo muestra
la figura, una persona de 2 m de altura la ve directo a los ojos desde Av. Recoleta con un
angulo de inclinacién de 45°, jcudl es la distancia que separa sus miradas?

a) 840 m S
b) 840v2 m

¢) 42072 m &
d) 420 m e ;
e) Ninguna de las anteriores. |

15. ;Cuadl de las siguientes expresiones es(son) equivalente(s) a tan(a)?

— cos2
I. 5218123; II. LSC'ZEQEZ; I1I. coselc(a) - sec(a)
a) Solo I
b) Solo II
c) IyIl
d) Iy III
e) Ninguna de las anteriores

16. sen?(89) + sen?(1) =

a) 89

b) 1

c) 90

d) 892 +1

e) No se puede determinar.

17. Un avién préximo a aterrizar, se encuentra a una altura de 1.350 m. ;A qué distancia del
aeropuerto esta el avién si el piloto lo observa con un dngulo de depresion de 30°7



a) 1.350 m
b) 2.700 m
¢) 90v/3 m
d) 900v/3 m

)

e) 2710 m

oIc

18. En la semi circunferencia de la figura, el valor de

(SN

19. En la figura siguiente, en la circunferencia de centro O y radio r se dibuja el AABO, ;cual

es el valor de OH si el LAOB = 2a?

20. Para determinar la altura de un poste, Cristian se ha alejado 7 metros de su base y ha
medido el angulo que forma la visual al punto mas alto del poste, obteniendo un valor de

40°, si Cristian ignora su propia altura, jcual es la altura del poste?

a) 7-tan(40°)

b) 7-cos(40°)

c) 7-cosec(40°)

d) 7-cot(40°)

e) Falta informacién.

21. Dada la siguiente figura, el valor del seno de [ es:



a) 13
b) V3/3 e 7
c) 6/V3 6 y
d) V3 2
e) %\/g .
3
22. ;Cual es el ancho del rio segin los datos de la figura?
a) V3/50 A
-
b) V3 — N
C) 2/\@ | — <~
T
1 N
d) 50 T 605+
e) 50v/3 B 50m C



