Capitulo4

Desarrollo Algebraico

n el presente capitulo aprenderds técnicas para “simplificar” expresiones algebraicas, redu-
E ciendo la mayor cantidad de términos de cada expresién para lograr una apariencia mas
agradable y breve, esto es lo que conocemos como factorizacién y reduccién de las expresiones
algebraicas.

Existen muchos métodos distintos para lograr estos objetivos, pero sin duda que para todos
ellos te serd de mucha utilidad conocer los llamados Productos Notables, que nos permitiran
simplificar enormemente nuestro trabajo.

4.1. Productos Notables

Estos son productos que cumplen con ciertas reglas, que nos permiten hacer més fluido
nuestros calculos.

4.1.1. Cuadrado de Binomio

Es el 1" término al cuadrado (+) é (—) el doble producto del 17 por el 2% (+) el 29°
término al cuadrado.

(a+b)? =a®+2ab+b?

4.1.2. Suma por su Diferencia

Es el 1¢" término al cuadrado (—) el segundo término la cuadrado.

(a+0b)(a—0b)=a®>—1?

4.1.3. Cubo de Binomio

Es el 1" término al cubo (+) 6 (—) el triple producto del 1°7° al cuadrado por el segundo

(+) el triple producto del 17 por el 2% al cuadrado (+) 6 (=) el 2% término al cubo.

(a +0)® = a® + 3a®b + 3ab* + b°
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4.1.4. Multiplicacién de binomios con un término en comin

Es el término en comun al cuadrado més (+) la suma de los término distintos por el término
en comun mas (+) el producto entre los términos distintos.

(z+a)(z+b) =2+ (a+b)x +ab

& Actividad

Resuelve los siguientes productos notables:

1. (5+x)? 8. (xtt —3z972)2 15. (1 —-3y)3
2. (a’x + by?)? 9. (1- 3a;1:)(3ax +1) 16.  (a® —2b)3
3. (3a* — 5b2)2 10.  (62% — m2z)(62% + m2x) 17. (4n+3)3
4. (82%y + 9m?)? 11. (32 — 5y )(5y™ + 3z) 18. (22 + 3y)3
5. (25 — 3ay?)? 12, (2% +a®)(2? — a?) 19. (1 —a?)?

6. (l.a—&-l _|_yac—2)2 13. (CLT—H 2HT— 1)( 2pr—1 +a$+1) 20. (21: _3y3)3
7. (a2 —5)? 4. (2z+1)3

4.1.5. Binomio a una Potencia Natural

Corresponde a la manera de generalizar el cuadrado de binomio, el cubo de binomio, binomio
a la cuarta, etc. A un binomio a la n, donde n es un nimero natural.

(x££ y)" = apx" + a1z 'y + asx™ 2y? £ azz" 3y + - any”

En la férmula anterior existe una relacion interesante de conocer en cada uno de sus térmi-
nos, notemos que en el primer término aparece z”, en el segundo "' en el tercero x*72,
en el m—ésimo 2"~ (m~Y es decir  va disminuyendo su potencia partiendo desde n hasta llegar
a 0 en el dltimo término', en el caso de y ocurre absolutamente lo contrario, la potencia parte
de 0 en el primer término hasta llegar a n en el dltimo. De ésta manera obtendremos facil-
mente los coeficientes literales de ésta expresién, sin embargo los coeficientes {ag, a, ag, ..., an}
vienen determinados por una estructura conocida como el Tridngulo de Pascal, que vemos a
continuacién:

Tridangulo de Pascal

n=0 — 1

n=1 — 1 1

n=2 — 1 2 1

n=3 — 1 3 3 1

n=4 — 1 4 6 4 1

n= — 1 5 10 10 5 1
n=6 — 1 6 15 20 15 6 1

La manera de obtener éste tridngulo es partir de las dos primeras filas, y de ahi en adelante
sumar hacia abajo los coeficientes para obtener la fila que continiia. Observa que en la tercera

!Observa que la cantidad de términos que resultan de la expresién (a + b)™ es n 4+ 1.
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y la cuarta fila aparecen los coeficientes del cuadrado y del cubo de binomio respectivamente,
cuandon =2y n = 3.
De ésta manera podemos obtener (conociendo la fila que corresponde en el tridngulo de
Pascal), cualquier potencia de un binomio.
& Ejemplo 1:
Encontremos la expresién expandida de (a + b)°.

Respuesta; los coeficientes que le corresponden son los de la sexta fila del tridngulo de
Pascal, pues n = 5, entonces el primer paso es:

(a+b°=1__ +5__ +10___ +10___+5__ +1

Ahora ponemos los término a y b con las potencias respectivas.

(a+b)° = 1-a®-°+5-a* b1 +10-a®- 0> +10-a®>- 0> +5-a* - P +1-a°-0°
a® + 5a’b + 10a°b* + 10a°b” + 5ab* + b°
& Ejemplo 2:
Encontremos la expresién expandida de (2z — 3)*

Respuesta: los coeficientes que le corresponden son los de la quinta fila del tridngulo de
Pascal, pues n = 4, entonces el primer paso es:

2 —-3)*'=1__ -4  +6_ -4 +1

Ahora ponemos los término 2x y 3 con las potencias respectivas.

2z —-3)* = 1-22)*-3°—4-(22)3 31 +6-(22)* - 32 —4-(22)* - 33 +1-(22)° - 3*
64zt — 9623 + 21622 — 216z + 81

4.2. Factorizacion

Al factorizar buscamos dos o més factores cuyo producto sea igual a la expresiéon que quere-
mos obtener.

No todos los polinomios se pueden factorizar, ya que hay algunos que solo son divisibles
por si mismo y por 1, como por ejemplo: x + y. Pero hay que tener ojo ya que este polinomio
no es divisible en los reales R (que es donde estamos trabajando), esto no significa que no se
pueda factorizar en otro conjunto numérico mayor, por ejemplo x + y si se puede factorizar en

los complejos C, quedando: (v/z + /i) (vx — \/yi).
Por ahora solo trabajaremos en los reales R.

4.2.1. Factor Comun
Factor Comun de un Monomio
& Ejemplos:

e 5z + 252%y = 5z (1 + 5zy)
o 18maxy? — 54m22%y? + 36my? = 18my?(x — 3ma? + 2)



Factor Comin de un Polinomio
& Ejemplos:
o z(a+b)+m(a+b)=(x+m)(a+b)
e 2x(a—1)—yla—1)= 2z —y)(a—1)
caz+l)—z—1=az+1)—(z+1)=(a—1)(x+1)

Factor Comuin por Agrupacién de Términos
& Ejemplos:
e ar +br+ay+ by = (ax + bx) + (ay + by) = z(a+b) + y(a+b) = (x +y)(a + b)

o 222 3xy—4r+6y = (2% —3wy)— (4v—6y) = 2(2v—3y) —2(2v—3y) = (v—2)(22—3y)

o a’x — ax? — 2aY + 2azy + 23 — 22%y = (a’x — az? + 23) — (2a%y — 2axy + 222%y) =
z(a? — ax + 2%) — 2y(a® — ax + 2?) = (a® — ax + 2%)(z — 2y)

4.2.2. Factorizacion de Trinomios

Trinomio Cuadrado Perfecto

Para factorizar un trinomio cuadrado perfecto, primero tenemos que ordenar el trinomio
dejando a los extremos los cuadrados perfectos.
Por ejemplo:
om+m?+1 = m?+2m+1
Luego extraemos la raiz cuadrada a los cuadrados perfectos.

de m? es m y de 1 es 1 obteniendo:

(m+1)(m+1) = (m+1)>

Trinomio de la forma z2 + bx + ¢

Tomemos el trinomio x? — 7z 4 12 el cual ya estd ordenado, entonces escribiremos:

2 —Trx+12 = (z Nz )

Luego nos preguntamos que numeros sumados me dan —7 y a la vez multiplicados me den 12,
estos niimeros son —3 y —4, estos los colocamos en los paréntesis.

22— Tr+12 = (z—3)(z—4)
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Trinomio de la forma az? + bz + ¢

Tomemos el trinomio 622 — 72 — 3, ya ordenado amplificaremos por el coeficiente que acom-
paiia a 22, que en este caso es 6 quedando:

(622 —7x—3)-6 = (62)%—7(6z)— 18

Ahora buscamos dos niimeros que multiplicados den —18 y sumados —7, estos son —9 y 2.
Como anteriormente amplificamos la expresién por 6 ahora hay que dividir por 6.

(62)% — 7(62) — 18

62> —Tr —3 = 5
~ 36a% — 7(6x) — 18
N 6
_ (6 )(6x )
6
_ (62 —9)(6x + 2)
6
_ 3(2z — 3)2(3z + 1)
6
 6(2e—3)Bz+1)
N 6
= (2z-3)Bx+1)

4.2.3. Factorizacion de Cubos
Cubo perfecto de Binomio

Tenemos que ordenar la expresién con respecto a una letra. Y debe cumplir con las siguientes
condiciones:

1. Debe tener cuatro términos
2. El 1°7° y el dltimo término deben ser cubos perfectos
3. El 290 sea mas o menos el triple del 1¢7 al cuadrado por el 2%,
4. Y que el 3°" término sea el triple del 1°7° por el 2% al cuadrado.
Tomemos —27 4 272 — 922 + 23 ordenado queda: x3 — 922 + 272 — 27 Tiene cuatro términos, la

raiz ctibica de 22 es x y la de —27 es —3, ademds 3 - 22 - —3 es el 29° término y 3 -z - (x)? el 3°7.

Suma o Diferencia de Cubos Perfectos

A+ b = (a+0b)(a® —ab+b?)

ad—b = (a—0b)(a®+ ab+b?)



4.2.4. Diferencia de Cuadrados Perfectos

Tenemos que extraer la raiz cuadrada a los dos términos y luego multiplicamos la diferencia
de las raices con la suma de estas.

a>—b* = (a+b)(a—0b)

Ya que la raiz de a® es a y la de b es b.

4.2.5. Completacion de Cuadrados de Binomio

Tomemos y% — 8y + 15.

Digamos que y? y —8y son parte de un cuadrado perfecto.

Luego nos faltaria el dltimo término que es el cuadrado de la mitad del coeficiente que
acompana a x, que es 16.

Sumemos y restemos este iltimo término.

Arreglando los términos convenientemente llegamos a la diferencia de dos cuadrados perfecto.

Y aplicamos desde luego suma por su diferencia.

P —8y+15 = y?>—8y+15—16+16
(y2—8y+16) + (15 — 16)
(y—4)* -

(y—4- )(y 4+1)
(y—5)(y—3)

De manera més general:

ar’ +bxr = 0
b
=22+-z = 0
a

b
224+ -z+0 = 0
a
b b2 b2
2 — _ = =
v +agj—k4a? 4a? 0

Un cuadrado perfecto

b\? b2
<“za> Y

¢ Obsetva  que. ..

Para comprobar si la factorizacion que hicimos esta correcta tenemos que aplicar el
axioma de distributividad. véase pagina 7




&

Factoriza utilizando cualesquier método, si se puede simplifica:

Actividad

1. 16x3y? — 82y — 24xty? — 402%y3 11. %2 —ab+ b2 21. 22— Tz —30
2. 2a’z + 2ax% — 3ax 12. 1625 — 22392 + 7{—2 22. m? —20m — 300
3. dx(m—n)+n—m 13, 19622y* — 289b*m10 23. z*+ Tax® — 60a
mG al
4. (z4+y)(n+1)—-3(n+1) 14. &5 — 20 24, 8a*> —14a—15
5 z(a+2)—a—2+3(a+2) 15.  a®" —b*" 25.  m — 6+ 15m?
6. 6m —9In+2lnx — ldmz 16.  64m? — (m — 2n)? 26.  20x2y? + 9xy — 20
7. n?zr —5a%y? — n?y? + 5a’x 17. 36(m+n)? —121(m —n)? 27. 125a> + 150a2b + 60ab® + 8b°
8 a*+a’+a+1 18. 25 — 2% — 16y2 + 8xy 28. 27a® - b*
9. 20ax — bbx — 2by + 8ay 19. 1 —a62 —9n? — 6an 29. 2?2 —12zx+11
10. 36 + 12m2 + m? 20. 28+a?—1la 30. y*+ 16y +20
4.3. Mini Ensayo IV
Factorizaciéon
1. Al simplificar la expresiéon
(ka _ 2k) . ahtl —
YRl 4 ghy

Resulta:

a ya:er

(z*+y*)2 +y

S

(x +yk)?

o
<8

Y

(1”“+y
Ninguna de las anteriores.

)
)
)
)
e)

2. a? — 42 =

a-+2b

(a — 2b)(a + 2b)
(20 —a)(2b+a)

Ninguna de las anteriores.

3. {Cuél(es) de los siguientes términos se puede(n) agregar a la expresién 422 + 1 para com-
pletar el desarrollo del cuadrado de binomio?

I. —4a2
II. 4z
I1. 422

a) Solo 1



b) Solo II
¢) Solo III
d) 1y III

e) Iy III

4. En la expresién algebraica (y — 5)(y® — 8)(y — 3) el término libre (sin factor literal), es

a) —120
b) 0

c) 16
d) 80
e) 120

5. El grado de la expresién 5z3y*z es:

a) 3
b) 4
c) 5
d) 7
e) 8

7. Al dividir (22 — y?) por (z +y)(z — y) se obtiene:
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8. ;Cudl es el drea de un rectangulo de lados (m +n) y (m —n)?

a) m? 4+ 2mn + n?
b) m? + n?
c) m? —n?
)
)

(&

m2 — 2mn + n?

nm? + mn?



9. La expresién equivalente a (3m — 5p)? es:

a)

b) 9Im? — 25p?

¢) 6m? — 15mp + 25p?
d)

)

(&

9m? — 30mp — 25p>
9m? — 30mp + 25p>

aSh=15 _
a=2b=5

10.

a) —32
a8p—10

S

a4b720

SN

e) —9

)
)
) a73b3
)

11. El cuociente entre (5271 —25") y 52n+2 eq:

12. Si 22 4+ y? = 36 y oy = 32 entonces el valor de (z + y) es

13. Si la cuarta parte del area de un cuadrado es ixQ +x+1, entonces el doble de su perimetro

€eS:

14. El drea de un cuadrado de lado (2 — z) es:



